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Лекция #1 
Основы математической 
статистики 



Числовые атрибуты 
Однофакторный анализ 



Однофакторный анализ сфокусирован на одном 
атрибуте и его значениях в заданный момент времени. 

Матрица данных D (1хn) 



где 
 
 
 
 
двоичная переменная – индикатор (показывает выполнены 
условия или нет). 
 

Эмпирическая кумулятивная 
функция распределения 
Эмпирическая кумулятивная 
функция распределения (CDF) 
атрибута X:  
 



Обратная эмпирическая кумулятивная функция распределения 
или квантильная функция случайной переменной X возвращает 
минимальное значение X, для которых значение CDF равно q: 
 



Числовые атрибуты 
Меры среднего значения 



Математическое ожидание для непрерывной случайной величины X: 

Математическое ожидание -  
это среднее арифметическое значение величины X.  

где f (x) –функция 
распределения вероятности X. 
 

где f (x) –функция 
распределения плотности 
вероятности X. 
 

Математическое ожидание для дискретной случайной величины X: 





Мода 
Мода X это значение, для 
которого PMF достигает 
максимума. Для 
выборочной моды -  это 
эмпирическая функция 
распределения [Eq. (2.3)] 

Оценка устойчивости 
статистика устойчива, если 
она инвариантна к выбросам 
значений данных. 
 

Медиана 
Медиана случайной величины - m, 
если справедливо: 
 
 



Числовые атрибуты 
Меры дисперсии 



Диапазон случайной 
величины X - разница между 
максимальным и 
минимальным значениями 
 
 
 
 
Выборочный диапазон – 
статистика вида: 
 
 
 
 
 

Межквартильный диапазон 
Квартили – это определенные значения 
квартиль-функции, которая делит 
данные на 4 равные части (0.25, 0.5, 
0.75, и 1.0).  
 
Межквартильный диапазон (IQR) : 
 

 



Дисперсия X - мера отклонения от среднего значения 
(математического ожидания).  
Или дисперсия - это ожидаемая величина квадрата отклонения от 
математического ожидания. 
 











Числовые атрибуты 
Двухфакторный анализ 





Эмпирическая совместная функция распределения вероятности 
 
 
 
 
 
 
где                               и I – переменная-индикатор, принимающая 
значение 1, только когда ее аргумент - истина: 





Исходя из ожидания линейности, 
имеем: 











Общая дисперсия двух атрибутов также обозначает ковариацию, в дополнении к 
дисперсии атрибутов и представлена в виде матрицы ковариации Σ, обозначаемой как 
| Σ | or det(Σ). 



Числовые атрибуты 
Многофакторный анализ 



Данные строк - набор из n точек или векторов в d-
мерном пространстве атрибутов: 
 
Данные столбцов - d точек или векторов в n-
мерном пространстве: 
 
 

 
 



Математическое ожидание 
Вектор многофакторного 
математического ожидания получается 
путем взятия среднего значения каждого 
атрибута: 
 
 
 
 
Выборочное математическое ожидание: 





где Y –случайная величина                                                         и ожидаемый 
квадрат случайной переменной a – больше нуля. Так как Σ симметрична, 
то все собственные значения Σ реальные и не отрицательные. Тоесть d 
собственных значений Σ можно упорядочить от большего к меньшему:   
 
 
Как следствие, определитель Σ неотрицателен: 

При этом: 
 



Полная и обобщенная дисперсия 
Полная дисперсия представлена как след матрицы ковариации: 
 
 
Обобщенная дисперсия - определитель ковариационной матрицы -  
det(Σ), (или | Σ |). Из уравнения. (2.27) => det(Σ) ≥ 0. 
Выборочная матрица ковариации 
Выборочная матрица ковариации определяется как: 
 

 



Ковариационная матрица может быть получена с помощью матричных 
операций. Пусть Z - центрированная матрицу данных, заданная как 
матрица центрированных векторов атрибутов 
 
 
 
Или в терминах центрированных точек 







Числовые атрибуты 
Нормальное распределение 





Последний шаг следует из факта, что               симметрична, и следовательно интеграл 
для диапазона [−k,k] равен двойному интегралу для диапазона [0,k]. В итоге через 
подстановку переменной             , получаем: 

Через изменение переменной z = (x−µ)/σ, мы 
получаем эквивалентную формулу в терминах 
стандартного нормального распределения: 

где erf – Гауссовская функция 
ошибки, определенная как: 



Многофакторное нормальное распределение 
Представлено d-мерной векторной случайной переменной                                       , X 
имеет многофакторное нормальное распределение с мат. ожиданием µ и матрицей 
ковариации Σ, если ее совместная многофакторная функция распределения плотности 
вероятности представлена в виде: 
 
 
 
 
где | Σ | - определитель матрицы ковариации.  
 



В терминах однофакторного анализа                                                                                          
 
 
определяет расстояние, называемое расстоянием Махаланобиса, от точки x до мат. 
ожидания µ распределения, включающего всю дисперсионно-ковариационную 
информацию об атрибутах. Расстояние Махаланобиса является обобщением 
расстояния Евклида, так как если Σ = I, где I - d × d матрица-индикатор (с 
диагональными элементами – 1 и остальными элементами - 0), имеем: 
 
 
 
 

Расстояние Евклида игнорирует информацию о ковариации 
между атрибутами, в то время как расстояние Махаланобиса 
принимает ее во внимание. Стандартное многофакторное 
нормальное распределение имеет параметры µ = 0 и Σ = I. 
Рисунок 2.6a отображает плотность вероятности стандартного 
двухфакторного (d = 2) нормального распределения с 
параметрами: 





Геометрия многофакторной нормали 
Пусть µ - мат. ожидание и Σ - матрица ковариантности многомерного нормального 
распределения. Форма или геометрия нормального распределения становится ясной 
при рассмотрении собственного разложения ковариационной матрицы. Так как Σ это d × 
d симметричная положительная полуопределенная матрица, уравнение для 
собственного вектора Σ представлено в виде: 



Собственные векторы - единичные (нормальные) и взаимно ортогональны, то есть они 
ортонормированы: 
 
 
 
Собственные векторы можно объединить в ортогональную матрицу U, определяемую 
как матрица с нормальными и ортогональными столбцами: 
 
 
 
 
Тогда собственное разложение Σ можно компактно выразить следующим образом: 
 

 



Полная и обобщенная дисперсия 
Определитель ковариационной матрицы задается как 
Обобщенная дисперсия Σ - это произведение его собственных значений.  
Так как след квадратной матрицы инвариантен к преобразованию подобия, например 
к смене базиса, то полная дисперсия var(D) для набора данных D инвариантна, то есть 
 
 
 
 
Другими словами:  
 



Категориальные атрибуты 
Однофакторный анализ 





Категориальные атрибуты 
Однофакторный анализ 
Переменная Бернулли 











Категориальные атрибуты 
Однофакторный анализ 
Многомерная переменная Бернулли 











Из предыдущих выражений для дисперсии и ковариации, ковариационная 
матрица размера m × m для X задается как: 
 
 
 
 
P - m×m диагональная матрица: 
 
 
 
 
Или компактная запись матрицы ковариантности: 
 
 



Выборочная матрица ковариантности 
Выборочная матрица ковариантности может быть напрямую получена из 
(3.8): 
 
 
 
где 
 
и  
 
определяют эмпирическую функцию распределения вероятности для X. 











Категориальные атрибуты 
Двухфакторный анализ 











Выборочная матрица ковариантности 
Выборочная матрица ковариантности 
представлена в виде: 
 
 
где 
 
 
 

 





Категориальные атрибуты 
Зависимость атрибутов:  
анализ сопряженности 











Категориальные атрибуты 
Многофакторный анализ 









Категориальные атрибуты 
Многофакторный анализ 
Многосторонний анализ сопряженности 











Категориальные атрибуты 
Многофакторный анализ 
Расстояние и угол 









Категориальные атрибуты 
Многофакторный анализ 
Дискретизация 
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